¢ dro
Faide de son dispositif mécanique, la cause d'adbérence des roues motrices
sur la voie peut étre trouvée dans la résistance méme du convoi. 11 fait aussi
remarguer que le méme principe de copgtraction permet d’établir un frein
aussi puissant que sar, agissant de lui-méme ou 4 la velonté d'un garde-frein,
tautes les _fui.v. (que cela est néeessaive. M. Sepiiier croit avoir alnsi pratique-
meat justifié les propositions qu'il avait en lhonneur de formaler devant I'A-
cadémie, dans ses précédenies communications 4 l'occasion des chemins de fer.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Démonstration géndrale du théoréme de Fermat,
= 0T,

sur impossibilitd, en rombres entiers, de 'édquation x" + y" = =",
par M. Liaut.

« On sait qu'il suffit de démontrer cette impossibilité pour les cas ol
Fexposant 2 est un nombre premier. On possede des démonstrations parti-
culieres, relatives aux exposants 3, 5, 7; elles sont fondées gur la décompe-
sition en deux facteurs du premier membre de I'équation. Mais quand on
passe aux exposants 11, 13, 17, 1g, eic., on e trouve arrété par la trop
srande inégalité des denx facteurs. Je cherchais depuis longtemps un genre
de démonstration, applicable 4 tous les cas, et qui fiit en quelgue sorte in-
dépendant de la grandeur de Vexposant, lorsque, il y a quelques ntois, jen
causal avec M. Lioaville; il me parut convaincu que la propriété négative,
énoncée par Fermat, devait dépendre de certains facteurs complexes, ré-
cemment étndiés par les géométres qui s'occupent de la théorie des nom-
bres. C'élait nne nouvelle voie gue je n'avais pas explorée; je lai snivie, et
je snis parvenu an mode de démoustration que je vais exposer, et qui me
parait justifier la prévision de M. Liouville.

§ I

+ Les nombres complexes qu'il faut considérer, pour chague exposant,
ou nombre premier z, sont de la forme

() A=y -+ oy r-+-ar® + ..+ gy,

Gy By Layeray &y, 500l des nombres entiers, r est une des racines ima-
sinaires de I'équation r” — 1 = 0, on de celle-ci |

(2} =1 == r* 4., 4+ "t

Les aulves racines sont, comme Von sait, r?, r%, ..., r"'; sil'on pose géné
ralement
I

[3) B = ptoe p ol = e i
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fes ”:—' valears de z; sont les racines réelles d'une équation ¢ (z) = o, que
Von compose facilement.

. Si l'on retranche du nombre A(1) le second membre de Péquation (2]
multipli¢ par l'un des coefficients ag, @y @aso.y %oy, ON fera disparaitre
tel terme qu'on voudra. Plus géncéralement, on peat anjmenter ou diminuer
4 1a fois d'un méme nombre dunités ces coelficients entiers; toutes ces
iransformations ne changeront que lexpression dn nombre complese A.
Cette indétermination dans la forme cesse, quand on fait disparaitre un des
terines, le dernier par exemple: mais on détruit la symétrie. Quand on cou-
serve le nombre complexe sous la forme (1}, pour quiil ne soit pas divisible
par uu entier, il faut, et il suffit, que les vestes de la division de tous les
ceelficients , par cet enlier, ne solent pas egaux.

» Si Pon multiplie successivement A par Pt L., et en reduisant
a chaque fois les puissances de r, on obtient la série de 7 nombres, A, A,
Ar®,...,Ar*' que nous désignerons par A, AL A% L, ARl Les pieme
puissances de tous ces nombres sont ¢gales.

s Si l'on substitue successivement a la racine r, dans A ou A(r), les au-
tres racines r2, r%, rt, ..., r7', en réduisant aussi, a chaque fois, les pus-
cances de r, on obtient une autre série de {n — 1) nombres, A{r), A{r®),
Alr®y,. .., A{r™ Y, que nous désignerous par AL AL AL LA, Le
produit A, A A, .. A, estune fonciion symétrigne des racines de I'équa-
tion (2); ce produit sera done une fonction entiere, et dun degré (n—1),
des coelficients ey, ,, %ayee-y Ga_i, €t, par conséquent, un nombre
entier; nous le désignerons sous le nom de module du nombre A, Ce mo-
dule est essenticllement de la forme quadratique Y? = 2Z* : le signe +
ayant lien, si le nombre premier n est de la forme 4i-- 3, et le signe —,
sit est de la forme 47 + 1. Nous appeilerons les nombres Ay, Ay oy Aa,,
les sous-facteurs die module; A estun de ces sons-factenrs. Quand le mo-
dule est un nombre premier, A est un sous-factenr premier. Quand le mo-
dule est un nombre composé de plusicurs facteurs premiers, A est le pro-
duit d'autant de sous-facteurs premiers correspondants, ou bien ce produit
multiplié par un nombre complexe dont le module soit Fumité.

s T fonction de @y, @, s- s %oy, qui forme le module , reste la méme
lorsqu'on augmente on diminue dun meme nombre , soit ces coefficients
eux-mémes . soit leurs indices. en ayant soin de réduire ceux de ces
indices qui surpasseraicat 72, ou ceux qui leur seraient inférieurs; cest-a-
dire que le module de A n'esi pas affecté par toutes les transformations

gt
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quon peut faire subir & Pexpression (1), et que ce module est anssi celui
de A™. En outre, A" ou Ar* correspond au méme sous-facteur que A, le
multiplicatenr r* avant pour module l'unité.

» Le nombre A sera divisible par un autre nombre complexe
D=gdy+-dr+dyr+...+0,_, r"=1, dont les coefficients entiers sont
donnés, s'il est possible de satisfairve & Péqualion

Uog Oyl + @alr® -t uudth,_ rt

=G+ - dert L G, A LT e O L Ll SRR S Coly
par des valeurs entieres de ¢,, 5, ,2,,.... z._,: il le sera encore, sil peut
snffire, pour remplir ceite condition, dangmenter d'un méme nombre tous
les coefficients %, ou touns les coefficients ¢. Dans ce cas de divisibilite, le
nombre complexe E =) ¢ e, e,0% - ... 4 g P! sera le quotient
de A par D; A sera aussi divisible par D et le quotient sera 137 —%, Le me-
dule de A sera le produit des modules de D et de E.

§ 1L

» Soient maintenant un antre nombre complexe
B=0o+Eir+fort+ ..+ B
et la série de » nombres B, B, B, ..., B " qui lui correspond, La somme
(A" 4+ B") des n“™ puissances de A et B est divisible par (A -+ B); cette
somme est identiquement égale a4 [(A9Y - B], quel que soiti; elle est
douc parecillement divisible par A’ 4+~ B, par A" - B, . .., par A"=f 4 B,
Dailleurs, elle n'est autre que le produit de ces z divisenrs : en effet, Is
série des nombres A, A, A", ..., A"~ se forme en multipliant successive-
ment A parles » vacines £, ', r¥, L "0 de Péquation 1" —1=0: et
si 'on désigne généralement par S, la somme des preduits de & factenrs,
gquon peut former avec ces racines, on anra
(B A) (B A" B4 AT
=[B+ Ar®](B+Ary (B Ar).. AB - Apteti]
— BH - Slaﬁn—1 - Sﬁiti'Bn-E ey e SHAF'L*: HR _{_ﬂﬁ!;
car, d'apres la composition de I'éguation avx racines r o, PR on g
Si_:ﬂ? S:zﬂ?i-ij S”._lz{}! 51= &

» Or on peut mettre ce produit sous nne autre forme , et poser
f:5] i'ihr-l— RHZ{;&.—FH} [f\j‘f'E'H“”] [ﬂﬁ'!"E'rﬁ_E"] . F[Aif}_ﬁ_B:’ﬂ—f}]. . '[A[ﬁ-—!lu_f_ HFL
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T effet, on veconnait facilement que

AI+ B-',H—H' S r”-—-i{B 'I'"&H.J'j
J;L.r."_|_ B:'H'—E] smae FR_E{B +.{'il”}?

------

FL[”_'E:'—[— Bu — "ElB _].ﬂ”i‘—"”]:
A=Y 4 B = r[B 4+ A"

d'oit il résulte que le second membre de U'équation (5) est égal 4

I:L’LH+ En}rpzﬂn_1__ En=

car lexposant p, égal 4 la somme 14243 --...+(n—1}, ou 2 aln—1),

2
est un multiple de n.

» Ainsi, la somme des 7™ puissances de deux nombres complexes de la
forme (1) est décomposable en n facteurs complexes de la méme forme.
(les 7 facteurs ont entre eux des relations nécessaires. St l'on adopte pour
ce produit la forme du second membre de P'équation (5), dont la loi est
facile & saisir, et que l'on désigne généralement ces facteurs par M*/, Fin-
dice i étant le méme que celui de A, on démontre facilement que la somme
de deux quelconques de ces facteurs est égale & un troisieme de ces mémes
factenrs, multiplié par T'une des valeurs de z,(3); car on trouve

(%)

(6) M4 Pflf"'i'=5(£,___j}.1'fl R
2

en ayant soin d'angmenter de n Tun des indices, quand ils sont de parités
contraires, ce qui ne change pas le nombre dout l'indice est augmente,

» Les n nombres complexes M, M, M”,. .. , M#=1 yérifient done rla—

équations, semblables & T'équation (6), ou a celle-ci, citée pour exemple ,

(7) M+ M7 =z, W,

Toutes ces relations peuvent etre groupeées de deux maniéres.



(314 )
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» Chaque nombre M™ est facteur du second membre , dans —— équations,

dont le premier membre est la sorame de denx des (n — 1) antres nombres,
associés de telle sorte que la somme de leaesindices soit la méme. De la, et
de la définition que nous avons donnée pour la divisibilité, on dédnit cette
conséquence, que, si no nombre complexe ¢ divise deux des n nombres
M, M, MY, L., NP divisera nécessairement tous les antres,

« Chaque racine z; est facteur du second membre dans n équations, dont
le premier membre estla somme de deux des n nombres M, 3, M7 M
associeés de telle sorte que la différence de leurs indices soit la méme. De la
suit celle aatre conséquence, qu'un nombre complexe z;, ou z, par exemple,
(on méme I'nn des sous-facteurs de 3 s'il en avait), ne peut diviser un seul
des n facteurs M, M, ..., M"Y sans diviser aussi tous les autres.

» 1l résulte enfin de ees deux conséquences, que fa somme des 7™ puis-
sances de deux nombres camplexes est épale & un produit de ceite forme

8 L i e

ki étant un nombre formé du produit de tons les nombres complexes qui
poavaient diviser & la fois deux des nombres M, M',..., M"Y et parsuite, tous
tes autres; m,m’,m",...,m"™ Y, élant des nombres complexes, pon divi-
sibles, deux a deux par un méme facteur complexe, ni senl a seul par
aucune des valeurs de z;; et ces nombres m™ vérifient toutes les éqnations (6},
en sorte qu'on a, par exemple,

AP B = P mm m” L mh,

() m' = m" = z,m".

L

» Ainsi, la somme des #2*"' puissances de denx nombres complexes de
la forme (1) ne saurait étre divisible par une puissance de z(3), de z, par
exemple, dont l'exposant ne serait pas un multiple de 7.

§ 1.
» Actuellement, si fon veut rendre le produit
Ermm m", .. m""

égal a la #" puissance dun nombre complexe C, il faudra que les
nombres m, m', m’,..., m"™ ", qui nadmettent plus de diviseur commun,
méme deux 4 deux, solent respectivement €égaux a des n™ puissances;
c'est-a-dive quiil fandra poser

C=rFun ., . po
[[Eil] { I.'LI 1 IHF'I' o

m:.rj_n_ =T, , ey’ , A T L b
i i e I ¥ e u
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Mais les relations, telles que (g), ne permettent pas de prendre p,p/y . p 70
achitrairement; il faudra, entre autres conditions, que les nombres com-

gl

' 4 s - .
plexes !, ™, " vérifient I'équation

uf?

(11) ST, N

Or. pour que cette équation (11) fit possible, il faudrait nécessairement que
H p ;. 1 ¥ q
la somme des 7 puissances des nombres complexes u' et n” fiit divisible

par 2!, ce qui est impossible. On démontre dailleurs que z, = r—+ """
ne peut étre la ™ puissance d'un nombre cmnplexe.
» 11 est donc impossible de satisfaire A I'éguation

(12) A"+ B =C"

en prenant pour A, B, G des nombres complexes de la forme (1),

» Toutefois, le cas de =73 échappe 4 ce genre de démonstration, car
alors il n'y a qu'une senle valeur de z;, laquelle est — 1, et tout le systeme
des équations (6), exprimé en o, p’, p’,; se réduit & I'équation noique

(13) pl Aty =0,

en sorte que limpossibilité de léquation {12), dans le cas particalier de n = 3.
exige que l'on ait recours a l'ancien mode de démonsiration.

» Le théoréeme de Fermat, pour n>3, n'est (quun cas [mrliculiﬁr de
celui qui vient d'étre démontré; car si A et B sout des entiers, ou siis se re-
duisent a &, By, M sera entier, ainsi que C, &, p; mais u',

wh L, w seront
toujours des nombres complexes : seulement, lenr produit devra etre un mo-
dule entier, c'est-a-dire que p, o', ..., p"" devront éire les sous-facteursd'un
nombre entier de la forme Y2 == nZ?; enfin, les relations telles que (11) se-

ront encore nécessaires, et la couclusion d'impossibilité sera la méme,

Observations de M. Liouviiie.

« Dans la communication qu'il vient de faire a {'Académie, M. Lame
a bien vouln déctarer quiil a soivi une idée dont je lui avais fait part
auirefois : celle diotroduire des nombres complexes dérivés de léqua-
tion binome r® — 1 = o dans la théorie de I'équation x" — y* =z", pour
essayer d'en conclure limpossibilité de cette dernitre éguation, soit eu
nombres entiers ordinaires, soit méme en nombres complexes de la forme
indiquée. Upe telle idée n'a rien de neufl en soi, et a di se présenter naturel-
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lementaux géometres d'apréslaforme du bindine 2 — % Je n'en ai d'ailleurs
déduit aucane démonstration satisfaisante, et, & vrai dire, je ne me suis
meéme jamais occupé sériensement de I'équation 2" — 3 # = 2% Toutefois,
quelques essals me portaient & croire qu'il faudrait d'abord chercher 4 éta-
blir pour les nonveanx nombres complexes un théoréme analogue a la pro-
position élémentaire pour les nombres entiers ordinaires, quun produoit
ne peni etre décomposé en [acteurs premiers gue d'une seule maniére.
L'analyse de M. Lamé me confirme dans ce sentiment; elle a besoin, ce me
semble, du théoréme dont je parle: et pourtant je ne vois pas que notre
confrere soit entré, 4 ce sujet, dans les détails que la mati¢re parait exiger.
N'y a-t-il pas la une lacune & remplir? Je soumelts cette observation 4 notre
confrére, mais en exprimant la ferme espérance quil viendra & bout de
toutes les difficuliés, et qu'il obtiendra un nouveau et plus éclatant triomphe
dans cette question épineuse ot il s'est déja tant distingué. Je rappellerai, en
terminant, que depuis M. Ganss, et méme depuis Enler et Lagrange, les
geometres se sont souvent occupés de nombres complexes. Le tome XVII
de nos Mémoires renferme un grand travail de M, Cauchy, on ceux de ces
nombres qni se rattachent & l'équation r* — v = o, jouent un role important.
Mais pour le point spécial que jai signalé tout 4 Iheure, c'est surtout dans
un article de M. Jacobi (Jowrnal de Mathématiques, tome VI, page 268)
que l'on pourra trouver des renseignements utiles. »

A la suite de la lecture faite par M. Lamé, M. Cavesy prend aussi la pa-
role et rappelle un Mémoire qu'il a présenté & I'Académie dans une précé-
dente séance (19 octobre 1846), et qoi a été paraphé, i ceite époque, par
'nn de MM. les Secrétaires perpétuels, Dans ce Mémoire, M. Cauchy exposait
noe méthode et des formules qui élaient, en partie, refatives a la théorie
des nombres, et qui lui avaient semblé pouvoir condnire 2 la démonstration
da dernier théoreme de Fermat. Détourné par d'autres travaux , M. Cauchy
n'a pas en le temps de s'assurer si cette conjecture était fondée. Dailleurs,
la méthode dont il sagit érait tees-différente de celle que M. Lamé parait
avoir suivie, et pourra devenir P'nbjet d'un nouvel article.

PHYSIOLOGIE. — Sur la découverte du sidge distinct de la sensibilité et de la
motricitd ; par M. Frourcss.

« M. Magendiec m'a demandé d'exposer les raisons sur lesquelles je me
suis appuyé pour ne citer gue M. Charles Bell & propos de la découverte
an siége distinct de la sensibilitd et dela motricité dans la moelle épiniere.




